Chapitre 9 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec second membre.
On commence par résoudre 1’équation sans second membre

(Bu) : ¥ +y=0

donc les solutions sont de la forme yp, : x — Ae™™, X € R.

Nous cherchons ensuite une solution particuliere par variations de la constante donc sous la forme y, : ©
A(z)e™. On a donc Vz € R, y,(x) = N(z)e™ — de™ = [A\(z) — N(z)]e™™.
yp est solution de (E) & Vz R, y,(z) + yp(x) = 4ch(x)
& VreR, [N(z) — Mz)le ™ + A(z)e™™ = 4ch(x)
& VzeR N(x)e ™ =2(e"+e ™)
& VreR, N(z)=2(e* +1)
Nous pouvons donc prendre X : z — e2* 4+ 2z. Ainsi, la fonction Yp i T (€?* 4 2x)e™" est une solution
particuliere de (E).

Pour avoir la forme générale des solutions, il reste a faire la somme de la solution de I’équation homogene
et de la solution particuliere

Sp(R) = {z — e ™ + (e* +2z)e ", A € R}
2. Nous devons d’abord diviser toute cette équation par la quantité 1 4+ 22 qui ne s’annule pas sur R donc cela
ne modifie pas I'intervalle d’étude. L’équation devient
T _ 1
1+ 2277 V14 a2

Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants avec second
membre. On commence par résoudre I’équation homogene associée

(E") = v+

(Bu) = ¥+ y=0

x
1422

A
donc les solutions sont de la forme yp, : z +— e 2n(+e?) — 2 NecR

V1422’

Nous cherchons ensuite une solution particuliére par variations de la constante donc sous la forme

A(z)

1 x — ———==— ou A est une fonction dérivable.
o V14 22
oo N@VIF2? - AMe)sAts N ()
On aVz € R, y,(r) = 5 = - .
1tz Vita? V14221 +2?)
1
t solution de (E) < V. R, v/ = —
yp est solution de (E) x € ,yp(x)+1+x2yp(x) Niear
N(x) xA(z) x A(z) 1
& Vr e R, — + =
Vita? Vi+a22(1+22) 1+22y1422 V1422
N(z) 1
& Vr e R, =

Vita?  V1+a?
& VeeR M) =1

x

Nous pouvons donc prendre A : z — x. Ainsi, la fonction y, : z — Winwr est une solution particuliere de
+x

(E).
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Chapitre 9 - Correction des exercices 2

Pour avoir la forme générale des solutions, il reste a faire la somme de la solution de I’équation homogene
et de la solution particuliere

Atz
SpR)=dzs 2%  NeR
B(®) {”“’ NiE }

3. La fonctions x — 1+ ch(z) ne s’annule jamais sur R. L’équation devient

(B) + /(@) - (o) = shio)

Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants avec second
membre. On commence par résoudre I’équation homogene associée.

sh(z)

(Bm) : 9y — T+ ch(z)

y=0
L’ensemble des solutions de (Ep) est {z — Ae(1H+eh(@) X\ € R} = {z — \(1 + ch(z)), X € R}.

Nous cherchons ensuite une solution particuliere par variations de la constante.
Posons yp, : © — A(x)(1 + ch(x)) ot A est une fonction dérivable sur R.
La fonction y, est alors dérivable et Va € R, y,(x) = X' (z)(1 + ch(z)) + A(x)sh(z)).

yp est solution de (E) < Vz € R, N(z)(1+ ch(z)) + A(z)sh(z)) + %A(m)(l + ch(x)) = sh(z)
& Vz e R, N(x)(1+ ch(z)) = sh(x)
& VreR, N(z)= %

Pour X : z + In(1 + ch(x)), yp est solution de (E).
Ainsi, la fonction y, :  + (1 4 ch(z))In(1 + ch(z)) est une solution particuliere de (E).
Conclusion :

S ={z~— (A+In(1+ch(x)))(1+ch(z)), A € R}

4. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants avec second
membre. On commence par résoudre I’équation sans second membre

(Ey) : ¢ +tan(z)y =0

dont les solutions sont de la forme yy, : z — Ae™(195@)) = X cos(z) car la fonction cos est positive sur I.

Nous cherchons ensuite une solution particuliere par variation de la constante donc sous la forme
Yp 1  — A(x) cos(z) out A est une fonction dérivable.

On a donc Vz € }o, g [ Y () = N(x) cos(x) — A(x) sin(z).

yp est solution de (E) & Ve _ 0, g _, Yy, () + tan(z)y,(z) =1
s Vre 0, g _, N () cos(z) — A(z) sin(x) + tan(x)\(x) cos(z) = 1
Ta T s B _ sin(x) B
& Vre | 0, 5| N(x) cos(z) — A(z) sin(z) + cos(2) Az) cos(x) =1
T S SRR
~ vx€_0’2_’>\(m)_cos(fv)
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Chapitre 9 - Correction des exercices 3

On doit donc trouver une primitive de x —
cos(z)

o ¥ cos(t) /“ cos(t) /‘T o' (t /Sm(z) 1
dt = dt = —2dt = — 7 dt = d
/0 cos(t) /0 cos?(t) o 1 —sin?(t) 0o 1—(p(t))? 0 1—u? b

par la formule de changement de variable pour u = sin(t). Puis,

Vue -1, —— =ty 1
“ T2 T o(1—w) 20t w)

sin(x) 1 4 sin(x) 1 1 sin(x) 1 1 sin(x) 1 q
/0 1— w2 = /0 ( 1—u)+2(1+u)> “_/0 21— ) “+/0 21 +u) "
B [ (I1—ul)  In((1 +u|)rin<x> _ —In(|]1 - sin(@)]) + In(]1 + sin()|)

1
2

2 2

Une solution particuliere est donc de la forme y, : z — 3 In <

sur}O,g[. Soit 936}0,%[.
)

_|_

0

1 + sin(z)

cos(x) et les solutions générales
1— sin(:v)) (z) &

Su(R) = {x s Acos(z) + %m Gf:ig;) cos(x), A € ]R}

Exercice 2:

1. Nous devons diviser par le terme ch(z) qui ne s’annule pas sur R. L’équation devient
sh(x)

Yy
ch(x)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants homogene. Les

Y+ =0

solutions sont de la forme

W G 1) IS W

A
On sait qu'il existe une unique solution vérifiant y(0) = 1. Or, y,(0) = 1 donc I'unique solution est la

. 1
fonction z — T

2. Cette équation a la méme équation homogene associée que I’équation de la question précédente. Donc, on
sait que les solutions de I’équation homogene sont de la forme

A
yp x> e~ @) — , AeR
ch(x)
Nous cherchons ensuite une solution particuliere par la méthode de la variation de la constante donc sous la
AMz) . .
forme y, : x — ou A est une fonction dérivable.
ch(x)

On a alors, Va € R, y),(z) = N (z)ch(z) — A(z)sh(z) _ N(x)  A(z)sh(z)

ch?(x) ch(z)  ch*(x)
yp est solution de (E) & Vz € R, y,(z) + zig () = x:;((:i))
T N(x) _ A(z)sh(z) | sh(z) A(z) =z shiz)
& Vo eR, oh(x) ch?(z) * ch(x) ch(x) ch®(x)
N(x)  sh(z)
@ VWER GG T )
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Chapitre 9 - Correction des exercices 4

Par une intégration par parties,

/ " tsh(t)dt = [teh(8)] — / " en(t)dt

h(x) — sh h
donc on peut prendre A : x — xch(z) — sh(z). Ainsi, la fonction y, : z — xc(acc)h(x)s(x) =xr— ihgi

une solution particuliere de I’équation (E). Les solution générales sont de la forme

_ sh(z)
ch(x) T ch(x)

YE T

Or, yg(0) = A donc 'unique fonction qui prend la valeur 1 en 0 est la fonction = +— ( y+ o= iﬁgm;

Exercice 3: Soit (E) : 2y’ — ay =0, ot « € R.

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre.

S, (]0, +00]) = {x o Ae2ln@ = \p2 ) e R}

Sra1-00,0) = { s e = a2,y e R

2. y solution de (F3) sur R si et seulement si

Vr € R* ,y(z) = Az? ol A € R
Vo € R* | y(x) = px? on p € R
y est dérivable en 0

y(0) =0

Soit y une telle fonctlon ;/ est dérivable en 0O si et seulement si les dérivées en 0 a gauche et a droite existent

et coincident. Or ¥ — O et xig(o) — 0. Donc y est dérivable en 0.
z—0~ z—0t
D’ou
A siz >0
SE2<R):{H{ v ,A,ueR}
px® sinon

3. On résout pour o # 0, (le cas @ = 0 peut se traiter facilement a part).

Sg. (10, +oof) = {x s Aetn@ )\ e R}

Sk, (]—00,0]) = {x — pe®mT) e ]R}
y solution de (FE,) sur R si et seulement si

Vo € R, y(z) = Ae®™@) ot A € R
Vo € R* ,y(z) = pe®™2) ot p € R
y est dérivable en 0

y(0) =0
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Chapitre 9 - Correction des exercices 5

Soit y une telle fonction. y est dérivable en 0 si et seulement si les dérivées en 0 a gauche et a droite existent
et coincident. Or pour tout z € R* ,

Osia—1>0ie. a>1

—y(0
siu#0, w = —,uealn(*‘”)*ln(*x) = —ue(o‘*l)l“(*m) le —psia—1=01ie a=1
+Toosia—1<0ie a<l1
=0, y(z) —y(0) _

et pour tout = € R* |

) (0) Osia—1>0ie. a>1
siA#0, u — ze@n(@)-In(z) _ ygla=DIn(z) _ o )\ v _1=0ie. a=1
xz—0 z—01
toosia—1<0ie a<l1

o, M) = y(0)

=0
z—0
Pour o > 1,
e (@) g 2 > 0
Sp,(R) =<z~ {0siz=0 , A peR
pen(=2) g 2 < 0
Pour a =1,
Ael@) iz >0
Sp,(R)=<R 2z~ (0siz=0 , AeR
—Xel(=2) gi £ < 0
={z— Az, A € R}
Pour a0 < 1,

Sg,(R) ={z— 0}

Exercice 4: On s’intéresse a 1’équation suivante :

(1—2?)y — 2zy = 2*

Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre avec second membre. Nous devons diviser ’équation par
la quantité 1 — 22 qui s’annule en —1 et en 1 d’ot1 la réduction de I’ensemble de résolution. L’équation qui nous
intéresse est donc

, 2z - x?
L = >

L’équation homogene associée est

(Em) =y —
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Chapitre 9 - Correction des exercices 6

1. Sur I =] — o0, —1[:

Les solutions de (Ep ) sont de la forme yp, : © — Ae~ n(1=2%]) — 71 puisque nous sommes sur | —oo, —1][.
2 —
Az
Nous cherchons ensuite une solution particuliere sous la forme y,, : x 2( ) par la méthode de la variation
72 —

de la constante ol A est une fonction dérivable.
. , 2x x?
yp est solution de (E) < Va €] — oo, —1[,y,(v) — myp(x) =12
N(z)(x? = 1) — 2z () 20 Az) 2P
(22 —1)2 S 1-2222-1  1-—2a2
& Vr €] — oo, —1[,N(z) = —2?

& Vo €] — oo, —1],

La fonction y, :  — est une solution particuliére sur | — oo : —1[.

3(z2—1)

— g3
SE(]—OO;—lDZ{:IZ'—);)()\le_l), )\1€R}

2. Sur I =] —1,1[:

A
Les solutions de (Ex) sont de la forme yp(z) = Ae~ (1) = —— puisque nous sommes sur | — 1, 1].
—x
A
Nous cherchons ensuite une solution particuliere sous la forme y,(z) = T (m)Q par la méthode de la variation
—x
de la constante.
. , 2z x?
yp est solution de (E) < Vz €] — 1,1[,y,(z) — myp(x) =1
N(x)(1 — 2?%) + 22\ (z) 2¢ Az) z?
S Vrel-1,1 - =
vel =11 (1—x2)2 1—2222—-1 1—22

eVre]—1,1[N(z) = 2
x3

———— est une solution particuliere sur | — 1; 1|.
3(1 — 22) P -1

La fonction y, :  —

1'3
SE(]—I;l[)—{:UHm, )\QER}

3. Résolvons cette équation sur | — oo; 1[.
Nous ne pouvons pas résoudre ’équation sur cet intervalle par les méthodes classiques puisque la quantité
1 — 22 par laquelle nous devons diviser s’annule.
Soit y une solution de (E) sur | — oo; 1[. Puisque y est solution également sur | — oo; —1[, elle est de la forme
des solutions sur | —oo; —1[. De méme, y est solution également sur | —1; 1], elle est de la forme des solutions

sur | — 1; 1[ donc
{ I\ eR, Vz €] —o0;—1[, y(x) = g(’\;ziaf)
I R, Vo €] — 1;1], y(z) = gaﬁgj’)
Nous devons alors regarder s’il est possible de raccorder ces deux fonctions en z = —1.
Considérons  lim M et i 3 + 2%

a—(—1)- 3(x? — 1) :c—>(H—nl)+ 3(1—a2)
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Chapitre 9 - Correction des exercices 7

—1 1
Pour que ces limites soient finies, on doit prendre A\ = 3 et Ay = 3 Alors,

3\ — a3 -1 23 —(z+ D)@ —2+1) 22—z +1 ) 3\ —a2% 1
= = = et lim ——=-—
3(x2—-1)  3(x2-1) 3(x—1)(x+1) 3(1 —x) a—(-1)- 3(x2 —=1) 2

3o + 23 1+ a3 A+z)(2?—z+1) 22-2+1 _ 3h+ a2 1

= = = et lim —/——=—

31—22) 3(1—2)(1+2) 3(1—xz)(1+ ) 3(1—x) a—(-1)+ 3(1—22) 2

De plus, afin que 1’équation différentielle soit vérifiée on doit avoir y(—1) = 3 donc une telle fonction est

bien continue en —1.

Il faut maintenant montrer que ce raccord est dérivable en = —1 car la fonction y doit étre dérivable sur
] — 00, 1[
2241 _ 1
y@)—y(-1) Fw —2  2%+z-1 21
z+1 r+1 6(z+1)(1—x) 6
: ?+x—1 -1
lim = —
a——-13(x + 1)(1 — z) 2

Cette fonction est dérivable en —1. C’est I'unique solution sur | — oo; 1].

Exercice 5:

1. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second membre.
On commence par résoudre I’équation sans second membre

(Ba) ' =4/ +4y=0

dont I'équation caractéristique est 22 — 4z + 4 = 0, c’est-a-dire (x — 2)? = 0. Les solutions de I’équation
homogene sont donc de la forme

yn x> (Az + B)e*®, (A, B) € R?

Nous devons maintenant chercher une solution particuliere. Nous allons la chercher sous la forme
Yp :  — Ae'” puis nous ne garderons que la partie imaginaire de cette solution.

yp est solution de (E) < Va € R, y)(z) — 4y, () + dyp(z) = e

& VzeR, (—\—4il+4))el = e
& 3N—4did=1
o A— I 3+4i
S 3—-4i 25
. RN 3+4i 3 . 4
Nous pouvons donc prendre comme solution particuliere ¥, :  — Im o5 € | =5 sin(x) + 5 cos(x).

Pour avoir la forme générale des solutions, il reste a faire la somme de la solution de I’équation homogene
et de la solution particuliere

Su(R) = {ac s (Az + B)e™ + % sin(z) + ;5 cos(z), (A, B) € R2}

2. 1l s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants avec second membre.
On commence par résoudre I’équation sans second membre

(Bu) + y'—y —6y=0
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Chapitre 9 - Correction des exercices 8

dont I’équation caractéristique est 22 — 2 — 6 = 0, dont le discriminant A = 1 4 24 = 25. Les solutions de
I’équation homogene sont donc de la forme

yp iz — Ae * + Be3* (A, B) € R?

Nous devons maintenant chercher une solution particuliere. Par le principe de superposition, nous allons
chercher une solution particuliere pour chacune des équations

6y = e3*
6y = sin(x)

(B1) = y'—y
(E2) = y' =4

, p—
et nous obtiendrons une solution particuliere de (E) en additionnant ces deux solutions particulieres.

Puisque 3 est racine du polynéme caractéristique, nous cherchons une solution particuliere de (E7) sous la
forme yp, : & — Aze®*. On a, pour tout = € R, y, (z) = Ae®” 4 3Aze®” = (X 4 3Az)e” et
yp, (x) = 3Xe® + 3(A + 3Ax)e?™ = (6A + 9z\)e™”

Yp, est solution de (E1) < Vo € R,y (z) -y, (x) — 6y, (z) = e3”
& Vo € R, (6A+ 92X\ — (A4 3)\z) — 6)2)e®” = 3
&5 =1

1
SA=-
5

La fonction yp, : z — ge?’m est solution particuliere de (E7).

Puisque i n’est pas racine du polynoéme caractéristique, nous cherchons une solution particuliere de (Fs)
sous la forme y,,(x) = Ae'” et nous garderons sa partie imaginaire.

Yp, est solution de (E) & Vo eR,y,(z) —y'(z) — 6y(z) = e

& VzeR, (=X —i\—6))el” = e
& —TA—ir=1

1 ~7+i
T AT ZIT TR

-7 1
La fonction Im(y,,) :  — =0 sin(z) + — cos(x) est solution de (Es).

Pour avoir la forme générale des solutions, il reste a faire la somme de la solution de I’équation homogene
et de la solution particuliere

1
Se(R) = {x > Ae " + Be® + ge?’w — % sin(x) + 0 cos(z), (A,B) € Rz}

3. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second membre.
Nous allons d’abord résoudre ’équation homogene associée

(Bn) +y' =3y +4y=0

3+iV7 3—iV7
Tetwgzi.

L’équation caractéristique associée est : x2 — 32z +4 = 0 dont les racines sont z1 = 5

Les solutions de cette équations sont de la forme

Yp P T ez <Acos <\fa?> + Bsin (fx)) , (A, B) e R?
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Nous devons maintenant trouver une solution particuliere a cette équation. Par le principe de superposition,
nous allons chercher une solution particuliere pour chacune des équations suivantes:

(Ey) o' =3y +4y=6x+1
(Ey) o =3y +4y="7e"

En les additionnant, nous trouverons une solution particuliere a I’équation (E).

Pour (E;): Puisque le second membre est un polynoéme de degré 1, nous allons chercher une solution parti-
culiere sous la forme y;, : x + ax + b pour laquelle y,, = a et y; = 0.

Yp, solution de (E1) < Vz e R,y (x)— 3y, (x) +4yy, (x) = 62+ 1
& VeeR,-3a+4(ax+b) =6x+1

4a =6
4b — 3a =1
3z

11
Ypy o T > > + 3 est une solution particuliére pour (E}).

T

Pour (E3): Puisque le second membre est de la forme 7e™ et que —1 n’est pas solution du polynéme

caractéristique, nous allons chercher une solution particuliere sous la forme y,, :  — Ae™ pour laquelle
Yp, 10> —Ae " ety x> Ae”".

Yp, solution de (Ep) & 8A=7

7 . e
Dot yp, : x — ge*” est une solution particuliere pour (E32).

Par le principe de superposition, la fonction y, : x — 37”” + % + %e_m est une solution particuliere de (E).
Par somme, I’ensemble des solutions de (F) est de la forme

Se(R) = {:p —er (Acos (\fx) + Bsin (\f:r)) + 3; + % + ge_x , (A,B) e RQ}

Exercice 6:
1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre & coefficients complexes.
(B) : ¥ -y +(1—-1)y=0

L’équation caractéristique associée est : 72 —r + (1 —i) = 0 dont les racines sont r; = —i et 79 = 1 +i.
Les solutions de cette équation sont de la forme

y:x— Ae ¥ 4 Bellt)? o3 (4, B) e C2.

2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients complexes avec second membre.
(Eg) : y' —4iy’ =3y =0

L’équation caractéristique associée est : 72 — 4ir — 3 = 0 dont les racines sont r; = i et ro = 3i.
Les solutions de I’équation homogene sont de la forme

y:x— Ae' + Be®' ou (4, B) € C2.
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On cherche une solution particuliere de

1, 1 .
(Ep) iy —4iy' — 3y = Ee‘x et (Ep) :y —4iy’ — 3y = —Ee_‘x

Pour (Ej), on la cherche sous la forme z +— Cjzel® et pour (FEs), on la cherche sous la forme x + Cye™'%,
On cherche donc C; et Cy complexes vérifiant pour tout réel x,

1

Cr((2i—z) —4i(1 +iz) — 3z) = % et . Oy (=1 —4i(—i) —3) = — 5

Donc Clziet CQ:%&:—%GL
1

D’ou, par principe de superposition, x +— ixeix — Eie_im est solution de I’équation de base.
Les solutions de cette équation sont de la forme :

) 1. 1 .
y:x— Ae'” + Bed® 1 erm - 1—6ie_m o (A, B) € C2.

Exercice 7: Puisque les 2 fonctions x et y sont inconnues, nous ne pouvons pas résoudre chacune des équations
1 et 2.

Les fonctions 2’ et 3/ sont des combinaisons linéaires de fonctions dérivables sur R. Elles sont donc dérivables sur
R et

= d+y=zx+y+r—y=22
= d-y=st+ty-(z-y =2

/"

donc les fonctions x et y sont toutes les deux solutions de 1’équation

(E) ) f”_2f:0

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre homogene a coefficients constants. Les solutions sont
de la forme

ts AeV? + Be V2! (A, B) € R?
(A, B)€R? /z:t— AeV? 4 Be VX
3(C,D) €R? / y i t s CeV? 4 De V2

Il reste & déterminer les quatre constantes a partir des conditions initiales.

y(0) =1 C+D=1 C=1-D c=1-¥2
’ = = =
y'(0) = —1 CvV2—-Dv2=-1 V2 —-2DV2= -1 D:%Jr%

Tt ?sh(\/it) et y:t— ch(v2t) — ?sh(ﬂt}

Ces fonctions sont bien solutions du probleme posé.

Exercice 8: On a que f’ est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et

Vr e RY, f'(z) = ;—Qlf’ (i) = if(m)

2
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La fonction g est deux fois dérivable comme composée de fonctions deux fois dérivables et

VtER, g'(t) = e'f'(e') et ¢"(t) = ' f'(e') +e* f"(e)

VEER, ¢"(t) — g'(t) + g(t) = €' f'(e') + e f"(e') — e’ f'(e") + f(e") = e f"(e") + f(e') =0

La derniere égalité vient de I’équation dont f est solution.
g est solution d’'une EDL du second ordre a coefficients constants homogene.

Donc, 3(A4,B) € R?, Vt € R, g(t) = e? (A cos (ft) + Bsin (égt))

On a f'(1) = f(1), on en déduit des conditions sur Aet B: A=1A4+ @B ie. A=+/3B.
1
On trouve donc f : x — 2Bvx (? cos <\/§ ln(x)) + —sin (?111(@)) = 2B+/x cos <\é§ln(x) - g) et on

2 2
peut vérifier que f est bien solution du probleme posé.
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